Analiza funkcjonalna
Lista 5 (Wyznaczanie normy operatorow)

Zad 1. Niech K € Ly([0,1] x [0,1]). Udowodni¢, ze operator T : L[0,1] — L»[0,1]
zdefiniowany wzorem
1
:/ K(s,t)z(t)dt
0
jest operatorem cigglym.

Zad 2. Niech D(A) = {x € ly : >>7 (nxz(n))?* < oo} bedzie podprzestrzenig (5. Czy
operator liniowy A : D(A) — {5 zadany wzorem

A(z(1),2(2),...) = (x(1),22(2), 3z(3), ...)
jest operatorem ciagly?
Zad 3. Wyznacz norme operatora A : ¢, — {,, p € [1,00], zadanego wzorem
a) Ar = (z(1),2(2),...,2(n),0,0,...) b) Az = (z(1),z(3), z(5),z(7), ...)
c) Az = (x(2),x(3),z(4),...) d) Az = (32(1), $2(2), ..., 35 z(n), ...)
) Az = (2z(1), J2(2), ..., () z(n), ...)

Zad 4. Wyznaczy¢ norme funkcjonalu T'v = )" | ¢;z(t;) okreslonego na przestrzeni
cigglych funkcji rzeczywistych Cla, b]; ¢; € R, t; € [a, b]. Rozwazy¢ przypadek, gdy Cla, b]
jest przestrzenia ciaglych funkcji zespolonych; ¢; € C, t; € [a, b].

Zad 5. Wyznaczy¢ norme operatora liniowego A : Cla,b] — Cla,b] zadanego formuta
(Az)(t) = tx(t), dla = € Cla, b].

Zad 6. Wyznaczy¢ norme funkcjonatu Tx = f ta(t)dt w przestrzeni X, gdy
a) X =C[-1,1], b) X =L,[—1,1], dla p € [1, o0].
Zad 7. Wyznaczy¢ norme operatora (Ax)(t) = tz(t), gdy
a) A:C[-1,1] = L,[-1,1], p € [1,00), b) A: L,[-1,1] — Ll[—l 1], p € [1,00).
Zad 8. Wyznaczy¢ norme operatora A : X — Y danego wzorem (Az)( fo ), gdy
a) X =1,]0,1], Y =C[0,1], b) X =Y = L]0,1], C)X:Y:C’[O,l],
d) X =C[0,1], Y = CcMI0,1].

Zad 9. Pokaza¢, ze operator A : X — Y jest ograniczonym operatorem liniowym i
obliczy¢ jego norme.

X Y A
a) | Ly | L[0.1] (Az)(t) = >, “B°
b) | Ls[—1,1] 0 Az = (% [Yteydt, ..., & [ tFx(t)dt,
o) | ¢l-1,1] 6 | Az= (% I ta(t)dt, ., & [ttt
d) | ¢W[o,2] | CcMIo,1] Az)(t) = tz(t® + 1)
e) | C[-17,30] | Ls[0,1] (Az)(t) = [, (t + 5)2(+/5) ds + 32(0)
f) Uy c Ax = (x(l),@,@,#, >




